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                                                                    Abstract 

 

      On 1971 A. Zakharov proved a theorem on convergence of Fourier series. From this 

statement it can be get many well-known theorems, in particular Nash’s and Sato’s theorems. 

      On this work the analogous of the mentioned A. Zakharov’s theorems are proved for 

conjugate Fourier series. 
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§1.შესავალი 

 

             ვთქვათ, f  ფუნქცია უწყვეტი და 2𝜋-პერიოდული ფუნქციაა,  

                                  
𝑎0

2
+∑ (𝑎𝑘

∞
𝑘=1 cos 𝑘𝑡 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑡)                                                    (0) 

მისი ფურიეს მწკრივია, ხოლო, 𝑆𝑛(x,f)  ამ მწკრივის კერძო ჯამია. 

             �̃�𝑛(x,f)-ით აღვნიშნოთ f ფუნქციის ფურიეს შეუღლებული  მწკრივის კერძო 

ჯამი. ამასთან  f(t) ∈ L(0,2π) ფუნქციისათვის ვიგულისხმოთ , რომ 

                               Φ(n) =min{𝑛, 𝑖𝑛𝑓 𝑥∈[0,2𝜋]
|𝑏−𝑎|≤2𝜋

∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡
2𝜋
0

∫ 𝑓(𝑥+𝑡) cos𝑛𝑡𝑑𝑡
𝑏
𝑎

},       (n=1, 2, 3, …). 

              ω(𝛿,f)-ით აღვნიშნოთ  f ფუნქციის უწყვეტობის მოდული, ანუ 

                               ω(𝛿,f)= 𝑠𝑢𝑝|𝑥1−𝑥2|≤𝛿  |f(𝑥1) - f(𝑥2)|,     𝑥1, 𝑥2 ∈ [0,2π]. 

           ქვემოთ დაგვჭირდება მიმდევრობის წერტილში თანაბარი კრებადობის ცნება: 

ვიტყვით, რომ 𝑓𝑛 ფუნქციათა მიმდევრობა არის თანაბრად კრებადი 𝑥0 წერტილში A 

რიცხვისაკენ, თუ ყოველი  휀 > 0  რიცხვისათვის არსებობს ისეთი 𝛿(휀) > 0  და N(휀) >

0 რიცხვები, რომ  ნებისმიერი  x ∈ (𝑥0 − 𝛿(휀), 𝑥0 + 𝛿(휀))  და  ნებისმიერი n∈ 𝑁, 

რომლისთვისაც n>N(휀), გვექნება 

| 𝑓𝑛(x) – A |< 휀. 

            დავუშვათ, 𝐸𝑛(f)  f ფუნქციის საუკეთესო მიახლოებაა ტრიგონომეტრიული 

პოლინომებით, რომელთა რიგი არ აღემატება  n-ს, ანუ 
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𝐸𝑛(f) = 𝑖𝑛𝑓𝑇𝑛 max
𝑥
| 𝑓(𝑥) − 𝑇𝑛 (𝑥)|, 

სადაც   𝑇𝑛  წარმოადგენს ნებისმიერ ტრიგონომეტრიულ პოლინომს, რომლის რიგიც 

არ აღემატება  n-ს. 

              ცნობილია, რომ უწყვეტი ფუნქციის ფურიეს  მწკრივი არა თუ თანაბრად 

კრებადია, არამედ, შესაძლებელია, განშლადიც იყოს ([1], გვ.130-137). ამიტომ, 

არსებობს  სხვადასხვა საკმარისი  ნიშანი, რომლებიც უზრუნველყოფს უწყვეტი 

ფუნქციის ფურიეს ტრიგონომეტრიული მწკრივის თანაბრად კრებადობას. ეს 

დამატებითი პირობები ძირითადად იყოფა სამ ჯგუფად: 

1) პირობები, რომლებიც ეხება მხოლოდ ფურიეს მწკრივის კოეფიციენტებს. 

2) პირობები, რომლებიც ეხება მხოლოდ ფუნქციას. 

3) შერეული ტიპის პირობები, ანუ, ისეთი პირობები, რომლებიც ზღუდავს 

როგორც ფუნქციას, ისე მის ფურიეს კოეფიციენტებს.                                                                                                                                                                                                                                                               

                                                                                                                                                                                                              

             დავიწყოთ  პირველი ჯგუფის პირობებით. 

            ჯერ კიდევ 1906 წელს ფატუმ [2] დაამტკიცა მთელი რიგი მნიშვნელოვანი 

დებულებები ფურიეს ტრიგონომეტრიულ მწკრივებთან დაკავშირებით, 

რომელთა ფურიეს კოეფიციენტებს ჰქონდა  o(1/𝑛) რიგი. აღსანიშნავია, რომ მისი 

მრავალი დებულება რჩება ძალაში, ფურიეს კოეფიციენტებისათვის, 

რომელთათვისაც სრულდება პირობა 

∑ 𝑘(|𝑎𝑘| + |𝑏𝑘|)
𝑛
𝑘=1 = 𝑜(𝑛). 

 

             1932  წელს პელიმ [3] დაამტკიცა, რომ უწყვეტი ფუნქციის ფურიეს 

მწკრივი არაუარყოფითი ფურიეს კოეფიციენტებით თანაბრად კრებადია. 
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             მოგვიანებით სასმა [4] გააუმჯობესა პელის ეს დებულება. 

დაამტკიცა რა, რომ თუ  f ფუნქცია უწყვეტია და მისი ფურიეს 

კოეფიციენტები აკმაყოპილებენ პირობას  n𝑎𝑛 ≥ −𝑐,   n𝑏𝑛 ≥ −𝑐,  სადაც c > 0, 

მაშინ  f ფუნქციის ფურიეს მწკრივი თანაბრად კრებადია. 

             მეორე ჯგუფის პირობებს მიეკუთვნება, მაგალითად, დინი-

ლიფშიცის (იხ.მაგ. [5], გვ. 108 )  პირობები ფურიეს მწკრივის თანაბარი 

კრებადობის შესახებ. კერძოდ, 2𝜋-პერიოდული, უწყვეტი f ფუნქციის 

ფურიეს მწკრივი თანაბრად კრებადია, თუ  f-ის უწყვეტობის მოდულს აქვს  

რიგი o{1/(log
1

𝛿
)}  (𝛿 → +0).  ლებეგმა [6] (იხ. ასევე, [1])  გააუმჯობესა დინი-

ლიფშიცის ნიშანი და დაამტკიცა, რომ 

                                   ||𝑓(. ) − 𝑆𝑛(.  , 𝑓)||𝑐 ≤C 𝐸𝑛(f) lnn,       

სადაც  C - აბსოლუტური კონსტანტაა. 

                                                                                       

               დინი-ლიფშიცის პირობის სხვა მიმართულებით განზოგადება მოგვცა 

სალემმა [7]. ამ ჯგუფის შედეგებს მიეკუთნება ჟორდანის ნიშანი (იხ. [5], 98) 

სასრული ვარიაციის ფუნქციებზე და ა. შ. 

               1953 წელს ნეშმა [8]  შემოიღო  �̅� ფუნქციათა კლასი. 

                ვთქვათ, Φ არის დადებითი ფუნქცია ნატურალური არგუმენტით. 

ვიტყვით,რომ უწყვეტი, 2𝜋-პერიოდული  f ფუნქცია ეკუთვნის �̅� კლასს, თუ 

                                 |∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡) cos 𝑛𝑡
𝑏

𝑎
𝑑𝑡| ≤

1

𝛷(𝑛)
 ,     n∈ 𝑁 

თანაბრად  x∈ [0, 2𝜋],  a,b, (|𝑏 − 𝑎| ≤2𝜋)- ის მიმართ. 
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                     ნეშმა [8]  დაამტკიცა, რომ თუ უწყვეტი, 2𝜋-პერიოდული  f ფუნქცია 

ეკუთვნის  �̅� კლასს, სადაც  

lim
𝑛→∞

𝛷(𝑛)

𝑛
=+∞, 

მაშინ f≡ 0.  ამიტომ, ბუნებრივია, ვივარაუდოთ, რომ  𝛷(𝑛)=O(n).  ამავე ნაშრომში 

ნეშმა დაამტკიცა თეორემა შერეული ტიპის პირობებით, საიდანაც მიიღება  �̅�  

კლასის ფუნქციათა ფურიეს მწკრივის თანაბრად კრებადობის სხვადასხვა ნიშანი. 

                     1954 წელს მ.სატომ [9], ( იხ. [1], გვ. 299)  დააზუსტა ნეშის ნაჩვენები 

ნიშანი, კერძოდ, მან დაამტკიცა შემდეგი 

თეორემა.  ვთქვათ,  f∈ �̅�,  მაშინ არსებობს ისეთი დადებითი  A, B და C  მუდმივები, 

რომ  

                         ‖𝑆𝑛( .  , 𝑓) − 𝑓( . )‖𝑐 ≤ 𝜔 ( 
1

𝑛
, 𝑓) [𝐴 ln 𝜃(𝑛) + 𝐵 ln

𝑛

𝛷(𝑛)
] + 

𝐶

𝜃(𝑛)
,  

სადაც  𝜃 - მონოტონურად ზრდადი ფუნქციაა და  1≤ 𝜃(𝑛) ≤ 𝛷(𝑛). 

                      შერეული ტიპის პირობებს მიეკუთნება  ა. ზახაროვის ([10])   ქვემოთ 

მოცემული A და B თეორემები ფურიეს მწკრივის კრებადობისა და თანაბრად 

კრებადობის შესახებ.     

                  ვთქვათ,    

F(x)= ∫ [𝑓(𝑡) − 
𝑎0

2
]

𝑥

0
𝑑𝑡, 

                                     Φ(n) =min{𝑛, 𝑖𝑛𝑓 𝑥∈[0,2𝜋]
|𝑏−𝑎|≤2𝜋

∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡
2𝜋
0

∫ 𝑓(𝑥+𝑡) cos𝑛𝑡𝑑𝑡
𝑏
𝑎

},      (n=1, 2, 3, …)   

 და 
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         𝑚𝑥(𝛿; 𝑞) = 𝑠𝑢𝑝0≤ℎ≤𝛿  𝑠𝑢𝑝
0≤𝑡≤

𝑞(𝑛)

𝛷(𝑛)

 |𝐹(𝑥 + ℎ + 𝑡) + 𝐹(𝑥 − ℎ − 𝑡) − 2𝐹(𝑥 + 𝑡) −

−𝐹(𝑥 + ℎ − 𝑡) − 𝐹(𝑥 − ℎ − 𝑡) + 2𝐹(𝑥 − 𝑡)|=𝑠𝑢𝑝0≤ℎ≤𝛿  𝑠𝑢𝑝
0≤𝑡≤

𝑞(𝑛)

𝛷(𝑛)

 |∫ {𝑓(𝑥 + 𝑡 + 𝑢) −
ℎ

0

−𝑓(𝑥 + 𝑡 − 𝑢) − 𝑓(𝑥 − 𝑡 + 𝑢) + 𝑓(𝑥 − 𝑡 − 𝑢)}𝑑𝑢|.               (1 ≤ 𝑞(𝑛) ≤ 𝛷(𝑛)) 

 

 

თეორემა A. 

 ვთქვათ, 𝑓(𝑡)𝜖𝐿(0; 2𝜋) და 𝑥 წერტილში სრულდება პირობა: 

  ∫ {𝑓(𝑥 + 𝑢) + 𝑓(𝑥 − 𝑢 − 2𝑓(𝑥)}
𝑡

0
𝑑𝑢 = 𝑜(𝑡),           𝑡 → 0. 

თუ არსებობს 𝑞(𝑛) მიმდევრობა ისეთი, რომ 𝑞(𝑛) → ∞,
𝑞(𝑛)

𝛷(𝑛)
→ 0 და 

𝑛 ∙ 𝑚𝑥𝑛 (
1

𝑛
, 𝑞) 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
= 𝑜(𝑡),                 𝑛 → ∞, 

მაშინ 𝑓(𝑡) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი 𝑥 წერტილში კრებადია 𝑓(𝑥)-კენ. 

 

თეორემა B. 

 ვთქვათ, 𝑓(𝑡)𝜖𝐿(0; 2𝜋) და არსებობს 𝑞(𝑛) მიმდევრობა ისეთი, რომ 𝑞(𝑛) → ∞,

𝑞(𝑛)

 𝛷(𝑛)
→ 0, 𝑛 → ∞, და ნებისმიერ (𝑥𝑛) და (𝜏𝑛) მიმდევრობისათვის, რომლისთვისაც 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 და lim
𝑛→∞

𝜏𝑛 = 0, სრულდება პირობები : 

             𝑠𝑢𝑝 𝜏∈[−𝜏𝑛,𝜏𝑛] |𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏) − 𝑓(𝑥𝑛)|=o(1),   𝑛 → ∞, 

 𝑛 ∙ 𝑚𝑥𝑛
(
1

𝑛
, 𝑞) 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
= 𝑜(𝑡),            𝑛 → ∞. 



11 
 

მაშინ 𝑓(𝑡) ფუნქციის ფურიეს მწკრივი თანაბრად კრებადია 𝑥 წერტილში. 

 

სამაგისტრო ნაშრომის მიზანია ზახაროვის აღნიშნული დებულებების 

განზოგადება შეუღლებული ტრიგონომეტრიული მწკრივებისათვის. 

                                    

§2.ძირითადი დებულებები 

ვთქვათ, 𝑓(𝑡)𝜖𝐿(0; 2𝜋). რიცხვთა ნებისმიერი 𝑞(𝑛) (1 ≤ 𝑞(𝑛) ≤ 𝛷(𝑛)) 

მიმდევრობისათვის განვსაზღვროთ : 

�̃�𝑥(𝛿; 𝑞) = 𝑠𝑢𝑝0≤ℎ≤𝛿 𝑠𝑢𝑝
0≤𝑡≤

𝑞(𝑛)

𝛷(𝑛)

 |∫ 𝛹𝑥(𝜏 + ℎ) + 𝛹𝑥(𝜏 − ℎ) − 2𝛹𝑥(𝜏)
ℎ

0
𝑑𝑢|,  

სადაც  𝛹𝑥(𝑡) =
1

2
[𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)].     აგრეთვე ვიგულისხმოთ, რომ 

𝑓 (𝑥;
𝜋

𝑛
) =  −

1

𝜋
(∫ +∫ )

𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)

2𝑡𝑔
𝑡
2

𝑑𝑡
𝜋

𝜋
𝑛

−
𝜋
𝑛

−𝜋

 

სამართლიანია 

თეორემა 1. 

 ვთქვათ, 𝑓(𝑡)𝜖𝐿(0; 2𝜋). ვიგულისხმოთ, რომ 𝑥 წერტილში შესრულებულია 

პირობა 

∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑜(𝑡),
𝑡

0
 როცა 𝑡 → 0.                                                    (1) 

            თუ არსებობს ისეთი 𝑞(𝑛) მიმდევრობა, რომ 𝑞(𝑛) → ∞,
𝑞(𝑛)

𝛷(𝑛)
→ 0  და 

  𝑛 ∙ �̃�𝑥𝑛
(
1

𝑛
, 𝑞) 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
= 𝑜    (1),         𝑛 → ∞,                                      (2) 
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მაშინ 

 �̃�𝑛(𝑥, 𝑓) − 𝑓(𝑥,
𝜋

𝑛
) → 𝑜,       𝑛 → ∞.                                         (3) 

აღსანიშნავია, რომ თუ (1) და (2) პირობები 𝑥-ის მიმართ თანაბრად  

სრულდება, მაშინ (3)-ში მისწრაფება, ასევე, თანაბარია. 

შევნიშნოთ, რომ ადგილი აქვს თეორემა (1)-ის ანალოგს წერტილში თანაბარი 

კრებადობისთვის, კერძოდ, სამართლიანია:  

თეორემა 2.    ვთქვათ 𝑓(𝑡)𝜖𝐿(0; 2𝜋). დავუშვათ აგრეთვე, რომ 𝑥 წერტილისკენ 

კრებადი ყოველი (𝑥𝑛) მიმდევრობისთვის სრულდება პირობა :  

  ∫ {𝑓(𝑥𝑛 + 𝑢) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝑢)}𝑑𝑢 = 𝑜(𝑡),    
𝑡

0
   𝑡 → 0,       𝑛 → ∞.                      (4) 

ვიგულისხმოთ, რომ  არსებობს  ისეთი  𝑞(𝑛) მიმდევრობა, რომლისთვისაც   

𝑞(𝑛) → ∞,    
𝑞(𝑛)

𝛷(𝑛)
→ 0   

და 

  𝑛 ∙ �̃�𝑥𝑛 (
1

𝑛
, 𝑞) 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
= 𝑜 (1),         𝑛 → ∞.                                         (5) 

მაშინ 

�̃�𝑛(𝑥𝑛, 𝑓) − 𝑓(𝑥𝑛,
𝜋

𝑛
) → 𝑜(1),       𝑛 → ∞.                                      (6) 

                      ამის გარდა, ადგილი აქვს შემდეგ დებულებას. 

თეორემა 3.  ვთქვათ 𝑓(𝑡)𝜖𝐿(0; 2𝜋) და არსებობს ისეთი 𝑞(𝑛) მიმდევრობა, რომ 𝑞(𝑛) →

∞,   
𝑞(𝑛)

𝛷(𝑛)
→ 0. ვიგულისხმოთ აგრეთვე, რომ ნებისმერი 𝑥𝑛 და 𝜏𝑛 მიმდევრობებისა-

თვის, რომელთათვისაც lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 და lim
𝑛→∞

𝜏𝑛 = 0, სრულდება პირობები: 

 𝑠𝑢𝑝 𝜏∈[−𝜏𝑛,𝜏𝑛]|𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏) − 𝑓(𝑥𝑛)| = 𝑜(𝑡),        𝑛 → ∞,                         (7) 



13 
 

 𝑛 ∙ �̃�𝑥𝑛
(
1

𝑛
, 𝑞) 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
= 𝑜(𝑡)     (1),                      𝑛 → ∞.                       (8)  

მაშინ 𝑥 წერტილში  �̃�𝑛(𝑥, 𝑓) − 𝑓 (𝑥,
𝜋

𝑛
)  თანაბრად კრებადია 0-კენ, როცა 𝑛 → ∞.    

 

 

 

 

§3. ძირითადი დებულების შედეგები 

 

შედეგი 1.1  ვთქვათ,  𝑓(𝑡)𝜖𝐿(0; 2𝜋) და  

𝑎𝑛 = 𝑜 (
𝑒(𝑙𝑛𝑛)

𝛼

𝑛
),    𝑏𝑛 = 𝑜 (

𝑒(𝑙𝑛𝑛)
𝛼

𝑛
),    (0 ≤ 𝛼 ≤ 1) 

და 𝑥 წერტილში სრულდება პირობა 

                                  𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥) =  𝑜 (
1

(𝑙𝑛
1

|𝑡|
)
𝛼) ,        𝑡 → 0,                                                 (9)       

მაშინ 

�̃�𝑛(𝑥, 𝑓) − 𝑓 (𝑥,
𝜋

𝑛
) → 𝑜(1),                   𝑛 → ∞. 

დამტკიცება.  (9) შეფასებიდან მივიღებთ 

|∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| ≤ 𝑐∑
𝑒(𝑙𝑛𝑘)

𝛼

𝑘|𝑛 − 𝑘|

∞

𝑘=1
𝑛≠𝑘
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მართლაც,  

𝑓(𝑡)~
𝑎𝑜
2
+∑𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡.

∞

𝑘=1

 

გვაქვს: 

 1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡𝑑𝑡

𝜋

−𝜋

=
1

𝜋
∫𝑓(𝜏)𝑐𝑜𝑠𝑘(𝜏 − 𝑥)𝑑𝜏 =

𝜋

−𝜋

∫𝑓(𝜏)𝑐𝑜𝑠𝑘𝜏𝑑𝜏 = −
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥

𝜋

𝜋

−𝜋

∫𝑓(𝜏)𝑠𝑖𝑛𝑘𝜏𝑑𝜏

𝜋

−𝜋

= 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑎𝑛 − 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑏𝑛. 

ამიტომ 

∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡
𝑏

𝑎
=

𝑎𝑜

2
∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡 + 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥
𝑏

𝑎
∑ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡𝑎𝑘 −

𝑏

𝑎
∞
𝑘=1

−𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥 ∑ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡 ∙ 𝑏𝑘
𝑏

𝑎
∞
𝑘=1  . 

ამის გარდა, 

∫𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡 = −
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑛

𝑏

𝑎

|
𝑏
𝑎

 

|∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡
𝑏

𝑎
| ≤

𝑐

𝑛
+

1

2
|∑ 𝑎𝑘 cos(𝑛 − 𝑘) 𝑡𝑑𝑡

∞
𝑘=1 | +

1

2
|∑ cos(𝑛 + 𝑘) 𝑡𝑑𝑡∞

𝑘=1 | +

+
1

2
|∑ 𝑎𝑘 ∫ sin(𝑛 − 𝑘) 𝑡𝑑𝑡

𝑏

𝑎
∞
𝑘=1 | +

1

2
∑ 𝑎𝑘 ∫ sin(𝑛 + 𝑥)

𝑏

𝑎
𝑡𝑑𝑡∞

𝑘=1 ≤ ∑ 𝑎𝑘
𝑐

|𝑛−𝑘|
∞
𝑘=1 +

𝑐

𝑛
≤

 ≤ 𝐶 ∑
𝑒(𝑙𝑛𝑘)

𝛼

𝑘|𝑛−𝑘|

∞
𝑘=1
𝑛≠𝑘

 . 

შევაფასოთ უკანასკნელი  ჯამის სამი შემადგენელი ნაწილი. პირველი - 

∑
𝑒(𝑙𝑛𝑘)

𝛼

𝑘(𝑛−𝑘)

[
𝑛

2
]

𝑘=1 ≤ 𝑐
𝑒(𝑙𝑛𝑛)

𝛼

𝑛
𝑙𝑛𝑛; 
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მეორე - 

∑  
𝑒(𝑙𝑛𝑘)

𝛼

𝑘|𝑛−𝑘|

2𝑛

𝑘=[
𝑛

2
]+1

≤
4

𝑛
∑

𝑒(𝑙𝑛𝑘)
𝛼

|𝑛−𝑘|

2𝑛

𝑘=[
𝑛

2
]+1

=
4

𝑛
∑

𝑒(𝑙𝑛𝑘)
𝛼

|𝑛−𝑘|

𝑛−1

𝑘=[
𝑛

2
]+1

+
4

𝑛
∑

𝑒(𝑙𝑛𝑘)
𝛼

|𝑛−𝑘|
2𝑛
𝑘=𝑛+1 ≤

≤
𝐶

𝑛
𝑒(𝑙𝑛𝑘)

𝛼
∑

1

|𝑛−𝑘|

𝑛−1

𝑘=[
𝑛

2
]+1

+
𝑐

𝑛
𝑒(𝑙𝑛𝑛)

𝛼
∑

1

|𝑛−𝑘|
≤

𝑐

𝑛
𝑒(𝑙𝑛𝑛)

𝛼
∑

1

𝑚

𝑛−[
𝑛

2
]−1

𝑚=1
2𝑛
𝑘=𝑛+1 =

=
𝐶

𝑛
𝑒(𝑙𝑛𝑛)

𝛼𝑙𝑛𝑛;  

 

მესამე - 

∑
𝑒(𝑙𝑛𝑘)

𝛼

𝑘(𝑛 − 𝑘)

∞

𝑘=2𝑛+1

≤

≤ 2 ∑
𝑒(𝑙𝑛𝑘)

𝛼

𝑘2
≤ 𝑐∫

𝑒(𝑙𝑛𝑥)
𝛼

𝑥2

∞

𝑛

∞

𝑘=2𝑛+1

𝑑𝑥≤ 𝐶 ∫
𝑑

𝑑𝑥
(−

𝑒(𝑙𝑛𝑥)
𝛼

𝑥
𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

∞

𝑛

= 𝑐
𝑒(𝑙𝑛𝑛)

𝛼

𝑛
𝑙𝑛𝑛. 

მართლაც, 

-[(𝑒(𝑙𝑛𝑥)
𝛼
)ˈ ∙

𝑙𝑛𝑥

𝑥
+ 𝑒(𝑙𝑛𝑥)

𝛼
1

𝑥
∙𝑥−𝑙𝑛𝑥∙1

𝑥2
] = [(𝑒(𝑙𝑛𝑥)

𝛼
) ∙ 𝛼 ∙ (𝑙𝑛𝑥)𝛼−1

𝑙𝑛𝑥

𝑥2
+ 𝑒(𝑙𝑛𝑥)

𝛼 1−𝑙𝑛𝑥

𝑥2
] = 

=
𝑒(𝑙𝑛𝑥)

𝛼

𝑥2
 𝑙𝑛𝑥 −

𝑒(𝑙𝑛𝑥)
𝛼

𝑥2
∙ 𝛼 ∙ (𝑙𝑛𝑥)𝛼 −

𝑒(𝑙𝑛𝑥)
𝛼

𝑥2
≥ 𝑐

𝑒(𝑙𝑛𝑥)
𝛼

𝑥2
𝑙𝑛𝑥. 

მესამე ჯამის შეფასებისას ასევე გამოვიყენეთ მწკრივის კრებადობის ინტეგრალური 

ნიშანი. 

მიღებული თანაფარდობებიდან მივიღბთ, რომ 

                                         

𝑠𝑢𝑝

𝑥 ∈ [0; 2𝜋]
|𝑏 − 𝑎| ≤ 2𝜋

|∫𝑓(𝑥 + 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| ≤ 𝑐
𝑒(𝑙𝑛𝑛)

𝛼

𝑛
𝑙𝑛𝑛. 
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ამიტომ 𝛷(𝑛) −ის განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს 

𝑐
𝑛

𝑒(𝑙𝑛𝑛)
𝛼
𝑙𝑛𝑛

≤  𝛷(𝑛) ≤ 𝑛.                                                    (10) 

მართლაც, 

          𝛷(𝑛) =min{𝑛,

𝑖𝑛𝑓

𝑥 ∈ [0,2𝜋]
|𝑏 − 𝑎| ≤ 2𝜋

∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡
2𝜋
0

∫ 𝑓(𝑥+𝑡) cos𝑛𝑡𝑑𝑡
𝑏
𝑎

} =           (n=1, 2, 3, …). 

 

=min

{
 

 
𝑛,

∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡
2𝜋

0

 

𝑠𝑢𝑝

𝑥∈[0,2𝜋]

|𝑏−𝑎|≤2𝜋
∫ 𝑓(𝑥+𝑡) cos 𝑛𝑡𝑑𝑡
𝑏

𝑎 }
 

 
≥ min{𝑛, 𝑐

𝑒(𝑙𝑛𝑛)
𝛼
𝑙𝑛𝑛

𝑛
} = 𝑐

𝑒(𝑙𝑛𝑛)
𝛼
𝑙𝑛𝑛

𝑛
. 

      

               ვთქვათ, 𝑞(𝑛) = 𝑙𝑛𝑛.  მაშინ (9), (10)-დან მივიღებთ :  

𝑚�̃� (
1

𝑛
, 𝑞) =

𝑠𝑢𝑝

0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

 
𝑠𝑢𝑝

0 ≤ 𝑡 ≤
𝑙𝑛𝑛

𝛷(𝑛)

=
1

2
|∫ [𝑓(𝑥 + 𝜏 + ℎ) − 𝑓(𝑥 − 𝜏 − ℎ) + 𝑓(𝑥 + 𝜏 − ℎ) −
ℎ

0

−𝑓(𝑥 − 𝜏 + ℎ) − 2𝑓(𝑥 + 𝜏) + 2𝑓(𝑥 − 𝜏)]𝑑𝜏| ≤ 

 

  ≤  
1

2

𝑠𝑢𝑝

 0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

    
𝑠𝑢𝑝

0 ≤ 𝑡 ≤
𝑙𝑛𝑛

𝛷(𝑛)
∫ [|𝑓(𝑥 + 𝜏 + ℎ) − 𝑓(𝑥 + 𝜏)| + |𝑓(𝑥 − 𝜏) − 𝑓(𝑥 − 𝜏 − ℎ)| +
𝑏

𝑎

+|𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏 − ℎ) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏)| + |𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏 + ℎ)|𝑑𝜏] =  

= 𝑜 (
𝑠𝑢𝑝

0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

 ∫
1

(𝑙𝑛
1

|𝑢|
)
𝛼 𝑑𝑢   

ℎ

0
) ,      𝑛 → ∞. 

თავის მხრივ,  
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∫
𝑑𝑢

(𝑙𝑛
1
|𝑢|
)
𝛼 = −∫

𝑑𝑡

(𝑙𝑛𝑡)𝛼 ∙ 𝑡2
= ∫

𝑑𝑡

𝑡2 ∙ (𝑙𝑛𝑡)𝛼
≤

1

(𝑙𝑛𝑛)𝛼
∫

1

𝑡2
=

1

𝑛(𝑙𝑛𝑛)𝛼

+∞

𝑛

+∞

𝑛

𝑢

+∞

1
𝑛

0

 .             (11) 

უკანასკნელიდან და (3) შეფასებიდან მივიღებთ : 

𝑛 ∙ �̃�𝑥 (
1

𝑛
, 𝑞) 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
= 𝑜 (

1

𝑛(𝑙𝑛𝑛)𝛼
∙ 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
) = 𝑜(1). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ სრულდება თეორემა 1-ის  (2) პირობა. ამის გარდა,  (2)-

ის გათვალისწინებით მივიღებთ  

                        ∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑜(𝑡),
𝑡

0
    𝑡 → 0.                                 

 

რადგან თეორემა 1-ის ორივე პირობა სრულდება, ამიტომ მივიღებთ, რომ 

�̃�𝑛(𝑥, 𝑓) − 𝑓(𝑥,
𝜋

𝑛
) → 𝑜(1),       𝑛 → ∞.                    

 

 

შედეგი 1.2  ვთქვათ,  𝑓(𝑡)𝜖𝐿(0; 2𝜋) და  

               𝑎𝑛 = 𝑜 (
𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)

𝛼

𝑛
),    𝑏𝑛 = 𝑜 (

𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)
𝛼

𝑛
),    (𝛼 ≥ 1)              (12) 

და 𝑥 წერტილში სრულდება პირობა 

                               𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥) =  𝑜 (
1

(𝑙𝑛𝑙𝑛
1
|𝑡|
)
𝛼) ,        𝑡 → 0.                              (13)       

მაშინ 
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�̃�𝑛(𝑥, 𝑓) − 𝑓 (𝑥,
𝜋

𝑛
) → 𝑜(1),                   𝑛 → ∞. 

დამტკიცება.  (12) შეფასებიდან მივიღებთ 

|∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| ≤ 𝑐∑
𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑘)

𝛼

𝑘|𝑛 − 𝑘|

∞

𝑘=1
𝑛≠𝑘

. 

მართლაც,  

𝑓(𝑡)~
𝑎𝑜
2
+∑𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡 + 𝑏𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡 

∞

𝑘=1

, 

 1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡𝑑𝑡
𝜋

−𝜋
=

1

𝜋
∫ 𝑓(𝜏)𝑐𝑜𝑠𝑘(𝜏 − 𝑥)𝑑𝜏 = 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥

1

𝜋

𝜋

−𝜋
∫ 𝑓(𝜏)𝑐𝑜𝑠𝑘𝜏𝑑𝜏 =
𝜋

−𝜋

= −
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥

𝜋
∫ 𝑓(𝜏)𝑠𝑖𝑛𝑘𝜏𝑑𝜏 = 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑎𝑛
𝜋

−𝜋
− 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑏𝑛 ; 

∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡
𝑏

𝑎
=

𝑎𝑜

2
∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡 + 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥
𝑏

𝑎
∑ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡𝑎𝑘 −

𝑏

𝑎
∞
𝑘=1

−𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥 ∑ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡 ∙ 𝑏𝑘
𝑏

𝑎
∞
𝑘=1  ; 

∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡 = −
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑛

𝑏

𝑎
|
𝑏
𝑎

; 

|∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡
𝑏

𝑎
| ≤

𝑐

𝑛
+

1

2
|∑ 𝑎𝑘 cos(𝑛 − 𝑘) 𝑡𝑑𝑡

∞
𝑘=1 | +

1

2
|∑ cos(𝑛 + 𝑘) 𝑡𝑑𝑡∞

𝑘=1 | +

+
1

2
|∑ 𝑎𝑘 ∫ sin(𝑛 − 𝑘) 𝑡𝑑𝑡

𝑏

𝑎
∞
𝑘=1 | +

1

2
∑ 𝑎𝑘 ∫ sin(𝑛 + 𝑥)

𝑏

𝑎
𝑡𝑑𝑡∞

𝑘=1 ≤ ∑ 𝑎𝑘
𝑐

|𝑛−𝑘|
∞
𝑘=1 +

𝑐

𝑛
≤

 ≤ 𝐶 ∑
𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑘)

𝛼

𝑘|𝑛−𝑘|

∞
𝑘=1
𝑛≠𝑘

 . 

შევაფასოთ სამი ჯამი. პირველი - 

∑
𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑘)

𝛼

𝑘(𝑛 − 𝑘)

[
𝑛
2
]

𝑘=1

≤ 𝑐
𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)

𝛼

𝑛
𝑙𝑛𝑛; 

მეორე - 
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∑  
𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑘)

𝛼

𝑘|𝑛−𝑘|

2𝑛

𝑘=[
𝑛

2
]+1

≤
4

𝑛
∑

𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑘)
𝛼

|𝑛−𝑘|

2𝑛

𝑘=[
𝑛

2
]+1

= 
4

𝑛
∑

𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑘)
𝛼

|𝑛−𝑘|

𝑛−1

𝑘=[
𝑛

2
]+1

+

+
4

𝑛
∑

𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑘)
𝛼

|𝑛−𝑘|
2𝑛
𝑘=𝑛+1 ≤

𝐶

𝑛
𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑘)

𝛼
∑  

1

|𝑛−𝑘|

𝑛−1

𝑘=[
𝑛

2
]+1

+

+
𝑐

𝑛
𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)

𝛼
∑

1

|𝑛−𝑘|
≤

𝑐

𝑛
𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)

𝛼
∑

1

𝑚

𝑛−[
𝑛

2
]−1

𝑚=1
2𝑛
𝑘=𝑛+1 =

𝐶

𝑛
𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)

𝛼𝑙𝑛𝑛; 

 

მესამე - 

∑
𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑘)

𝛼

𝑘(𝑛−𝑘)
∞
𝑘=2𝑛+1 ≤ 2∑

𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑘)
𝛼

𝑘2
≤ 𝑐 ∫

𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑥)
𝛼

𝑥2

∞

𝑛
∞
𝑘=2𝑛+1 𝑑𝑥 ≤

≤ 𝐶 ∫
𝑑

𝑑𝑥
(−

𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑥)
𝛼

𝑥
𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 = 𝑐

𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)
𝛼

𝑛
𝑙𝑛𝑛

∞

𝑛
. 

 

მიღებული შეფარდებიდან მივიღბთ, რომ 

                                         

𝑠𝑢𝑝

𝑥 ∈ [0; 2𝜋]
|𝑏 − 𝑎| ≤ 2𝜋

|∫𝑓(𝑥 + 𝑡)𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| ≤ 𝑐
𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)

𝛼

𝑛
𝑙𝑛𝑛 

ხოლო 𝛷(𝑛) −ის განსაზღვრებიდან გამომდინარეობს 

                                    𝑐
𝑛

𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)
𝛼
𝑙𝑛𝑛

≤  𝛷(𝑛) ≤ 𝑛                                                            (14) 

მართლაც, 

          𝛷(𝑛) =min{𝑛,

𝑖𝑛𝑓

𝑥 ∈ [0,2𝜋]
|𝑏 − 𝑎| ≤ 2𝜋

∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡
2𝜋
0

∫ 𝑓(𝑥+𝑡) cos𝑛𝑡𝑑𝑡
𝑏
𝑎

} =           (n=1, 2, 3, …). 
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=min

{
 

 
𝑛,

∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝑡
2𝜋

0

 

𝑠𝑢𝑝

𝑥∈[0,2𝜋]

|𝑏−𝑎|≤2𝜋
∫ 𝑓(𝑥+𝑡) cos 𝑛𝑡𝑑𝑡
𝑏

𝑎 }
 

 
≥ min{𝑛, 𝑐

𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)
𝛼
𝑙𝑛𝑛

𝑛
} = 𝑐

𝑒(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)
𝛼
𝑙𝑛𝑛

𝑛
 

      

               ვთქვათ, 𝑞(𝑛) = 𝑙𝑛𝑛.  მაშინ (13), (14)-დან მივიღებთ :  

𝑚�̃� (
1

𝑛
, 𝑞) =

𝑠𝑢𝑝

0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

 
𝑠𝑢𝑝

0 ≤ 𝑡 ≤
𝑙𝑛𝑛

𝛷(𝑛)

=
1

2
|∫ [𝑓(𝑥 + 𝜏 + ℎ) − 𝑓(𝑥 − 𝜏 − ℎ) + 𝑓(𝑥 + 𝜏 − ℎ) −
ℎ

0

−𝑓(𝑥 − 𝜏 + ℎ) − 2𝑓(𝑥 + 𝜏) + 2𝑓(𝑥 − 𝜏)]𝑑𝜏| ≤ 

 

  ≤  
1

2

𝑠𝑢𝑝

 0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

    
𝑠𝑢𝑝

0 ≤ 𝑡 ≤
𝑙𝑛𝑛

𝛷(𝑛)
∫ [|𝑓(𝑥 + 𝜏 + ℎ) − 𝑓(𝑥 + 𝜏)| + |𝑓(𝑥 − 𝜏) − 𝑓(𝑥 − 𝜏 − ℎ)| +
𝑏

𝑎

+|𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏 − ℎ) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏)| + |𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏 + ℎ)|𝑑𝜏] =  

= 𝑜 (
𝑠𝑢𝑝

0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

 ∫
1

(𝑙𝑛𝑙𝑛
1

|𝑢|
)
𝛼 𝑑𝑢   

ℎ

0
) ,      𝑛 → ∞. 

თავის მხრივ,  

∫
𝑑𝑢

(𝑙𝑛𝑙𝑛
1

|𝑢|
)
𝛼 = −∫

𝑑𝑡

(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑡)𝛼∙𝑡2
= ∫

𝑑𝑡

𝑡2∙(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑡)𝛼
≤

1

(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)𝛼
∫

1

𝑡2
=

1

𝑛(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)𝛼

+∞

𝑛

+∞

𝑛

𝑢

+∞

1

𝑛
0

              (15)  

უკანასკნელიდან და (3) შეფასებიდან მივიღებთ : 

𝑛 ∙ �̃�𝑥 (
1

𝑛
, 𝑞) 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
= 𝑜 (

1

𝑛(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)𝛼
∙ 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
) = 𝑜(1). 

აქედან გამომდინარეობს, რომ სრულდება თეორემა 1-ის  (2) პირობა. ამის გარდა,  

(13)-ის გათვალისწინებით მივიღებთ  

                        ∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑜(𝑡),
𝑡

0
    𝑡 → 0.                                 
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რადგან თეორემა 1-ის ორივე პირობა სრულდება, ამიტომ მივიღებთ, რომ 

�̃�𝑛(𝑥, 𝑓) − 𝑓(𝑥,
𝜋

𝑛
) → 𝑜(1),       𝑛 → ∞.     

                

 შედეგი 3.1.  თუ ფუნქცია  𝑓𝜖𝐿(0; 2𝜋) და 

                             𝑓(𝑡) − 𝑓ˈ(𝑡) = 𝑜 (
1

𝑙𝑛
1

|𝑡−𝑡ˈ|

) ,              𝑡,   𝑡ˈ → 𝑥,                (16) 

მაშინ 𝑥 წერტილში 𝑠�̃�(𝑥, 𝑓) − 𝑓 (𝑥,
𝜋

𝑛
) = 𝑜(1),              𝑛 → ∞. 

დამტკიცება.  ვთქვათ 𝑞(𝑛) = 𝑙𝑛𝛷(𝑛). მაშინ ნებისმიერი (𝑥𝑛) მიმდევრობისთვის, 

რომლისთვისაც lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ,  𝑚𝑥(𝛿, 𝑞)-ისა და 𝛹𝑥𝑛(𝑡)-ის განსაზღვრებებიდან 

გამომდინარეობს : 

𝑚𝑥𝑛
(𝛿, 𝑞) =

𝑠𝑢𝑝

0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

 
𝑠𝑢𝑝

0 ≤ 𝑡 ≤
𝑙𝑛𝛷(𝑛)

𝛷(𝑛)

   |∫ [𝛹𝑥𝑛(𝜏 + ℎ) + 𝛹𝑥𝑛(𝜏 − ℎ) − 2𝛹𝑥𝑛(𝜏)]
ℎ

0
𝑑𝜏| = 

 

𝑠𝑢𝑝

= 0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

 
𝑠𝑢𝑝

0 ≤ 𝑡 ≤
𝑙𝑛𝛷(𝑛)

𝛷(𝑛)

=
1

2
|∫ [𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏 + ℎ) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏 − ℎ) + 𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏 − ℎ) −
ℎ

0

−𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏 + ℎ) − 2𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏) + 2𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏)]𝑑𝜏| ≤ 

≤
1

2

𝑠𝑢𝑝

 0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

 
𝑠𝑢𝑝

0 ≤ 𝑡 ≤
𝑙𝑛𝛷(𝑛)

𝛷(𝑛)
∫ |𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏 + ℎ) − 𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏 − ℎ) + 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏) +
ℎ

0

+𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏 − ℎ) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏 + ℎ) + 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏)|𝑑𝜏 ≤               

≤
1

2

𝑠𝑢𝑝

 0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

 
𝑠𝑢𝑝

0 ≤ 𝑡 ≤
𝑙𝑛𝛷(𝑛)

𝛷(𝑛)
∫ [|𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏 + ℎ) − 𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏)| + |𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏 −
ℎ

0

−ℎ)| + |𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏 − ℎ) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏)| + |𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏 + ℎ)|𝑑𝜏] 
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 თუ გამოვიყენებთ (16) პირობას, მივიღებთ : 

𝑚𝑥𝑛 (
1

𝑛
, 𝑞) = 𝑜(

𝑠𝑢𝑝

0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

 ∫
𝑑𝑢

𝑙𝑛
1
𝑢

),     
ℎ

0

 𝑛 → ∞ 

მეორე მხრივ : 

∫
𝑑𝑢

𝑙𝑛
1
𝑢

= −∫
𝑑𝑡

𝑙𝑛𝑡 ∙ 𝑡2
= ∫

𝑑𝑡

𝑡2 ∙ 𝑙𝑛𝑡
≤

1

𝑙𝑛𝑛
∫

𝑑𝑡

𝑡2
=

1

𝑙𝑛𝑛
∙ (−

1

𝑡
) |
+∞
𝑛

=
1

𝑛 ∙ 𝑙𝑛𝑛

+∞

𝑛

+∞

𝑛

𝑢

+∞

1
𝑛

0

 

ამიტომ , 

𝑛 ∙ 𝑚𝑥𝑛 (
1

𝑛
, 𝑞) 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
= 𝑜 (

1

𝑙𝑛𝑛
∙ 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
) = 𝑜 (1) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ სრულდება თეორემა 3-ის (8) პირობა. ამის გარდა, (16)-

ის გათვალისწინებით მივიღებთ : 

𝑠𝑢𝑝

𝜏 ∈ [−𝜏𝑛;  𝜏𝑛]
|𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏) − 𝑓(𝑥𝑛)| = 𝑜 (

1

𝑙𝑛
1
𝜏

)       → 0,   𝑛 → ∞ 

რადგან თეორემა 2-ის ორივე პირობა სრულდება, ამიტომ, მივიღეთ, რომ 𝑥 

წერტილში თანაბრად 𝑠�̃�(𝑥, 𝑓) − 𝑓 (𝑥,
𝜋

𝑛
) = 𝑜(1) ,             𝑛 → ∞. 

თეორემა 3.2.  ვთქვათ,  𝑓(𝑡)𝜖𝐿(0; 2𝜋) და ამისთვის სრულდება პირობები : 

𝑓(𝑡) − 𝑓ˈ(𝑡) = 𝑜 (
1

𝑙𝑛𝑙𝑛
1

|𝑡 − 𝑡ˈ|

) ,              𝑡,   𝑡ˈ → 𝑥,                   (17) 

𝑎𝑛 = 𝑂 (
(𝑙𝑛𝑛)𝛼

𝑛
),   𝑏𝑛 = 𝑂(

(𝑙𝑛𝑛)𝛼

𝑛
),   (𝑑 ≥ 0),                      (18) 

მაშინ 𝑥 წერტილში 𝑠�̃�(𝑥, 𝑓) − 𝑓 (𝑥,
𝜋

𝑛
) თანაბრად კრებადია 0-კენ, როცა 𝑛 → ∞. 
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დამტკიცება. ვთქვათ 𝑞(𝑛) = 𝑙𝑛𝛷(𝑛). მაშინ ნებისმიერი (𝑥𝑛) მიმდევრობისთვის, 

რომლისთვისაც lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 , ( 𝑚𝑥(𝛿, 𝑞)-ისა და 𝛹𝑥𝑛(𝑡)-ის განსაზღვრებებიდან 

გამომდინარე), გვაქვს : 

𝑚𝑥�̃�
(𝛿, 𝑞) =

𝑠𝑢𝑝

0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

 
𝑠𝑢𝑝

0 ≤ 𝑡 ≤
𝑙𝑛𝛷(𝑛)

𝛷(𝑛)

   |∫ [𝛹𝑥𝑛(𝜏 + ℎ) + 𝛹𝑥𝑛(𝜏 − ℎ) − 2𝛹𝑥𝑛(𝜏)]
ℎ

0
𝑑𝜏| = 

𝑠𝑢𝑝

= 0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

 
𝑠𝑢𝑝

0 ≤ 𝑡 ≤
𝑙𝑛𝛷(𝑛)

𝛷(𝑛)

=
1

2
|∫ [𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏 + ℎ) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏 − ℎ) + 𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏 − ℎ) −
ℎ

0

−𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏 + ℎ) − 2𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏) + 2𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏)]𝑑𝜏| ≤ 

≤
1

2

𝑠𝑢𝑝

 0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

 
𝑠𝑢𝑝

0 ≤ 𝑡 ≤
𝑙𝑛𝛷(𝑛)

𝛷(𝑛)
∫ [|𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏 + ℎ) − 𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏)| + |𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏 −
ℎ

0

−ℎ)| + |𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏 − ℎ) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏)| + |𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝜏 + ℎ)|𝑑𝜏]. 

თუ გამოვიყენებთ (17)-ს, მივიღებთ : 

𝑚𝑥𝑛 (
1

𝑛
, 𝑞) = 𝑜(

𝑠𝑢𝑝

0 ≤ ℎ ≤
1

𝑛

 ∫
𝑑𝑢

𝑙𝑛𝑙𝑛
1
𝑢

) ,          𝑛 → ∞
ℎ

0

 . 

თავის მხრივ : 

∫
𝑑𝑢

𝑙𝑛𝑙𝑛
1

𝑢

= −∫
𝑑𝑡

𝑙𝑛𝑙𝑛𝑡∙𝑡2
== ∫

𝑑𝑡

𝑡2∙𝑙𝑛𝑙𝑛𝑡
≤

1

𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛
∫

𝑑𝑡

𝑡2
=

1

𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛
∙ (−

1

𝑡
) |
+∞
𝑛

=
1

𝑛∙𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛

+∞

𝑛

+∞

𝑛

𝑢

+∞

1

𝑛
0

. 

უკანასკნელიდან გამომდინარე მივიღებთ : 

𝑚𝑥�̃� (
1

𝑛
, 𝑞) = 𝑜 (

1

𝑛𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛
),   ანუ                                                    (19) 

𝑛 ∙ 𝑚𝑥𝑛 (
1

𝑛
, 𝑞)  𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛 = 𝑜(1),           𝑛 → ∞ 

(18)-დან ვიღებთ შეფასებას 

 𝐶 
𝑛

(𝑙𝑛𝑛)𝛼+1
≤  𝛷(𝑛) ≤ 𝑛                                                                  (20) 
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(19)-დან და (20)-დან გამომდინარეობს, რომ სრულდება თეორემა 3-ის (8) პირობა. 

მართლაც, 

𝑛 ∙ 𝑚�̃� (
1

𝑛
, 𝑞) 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
= 𝑜 (

1

𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛
∙ 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
) = (

1

𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛
∙ 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
) = 

= (
1

𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛
∙ ln (𝑐(𝑙𝑛𝑛)𝛼+1) = 𝑜(1) 

თეორემა 2-ის 7 პირობა გამომდინარეობს 1-დან. მართლაც, 

𝑠𝑢𝑝

𝜏 ∈ [−𝜏𝑛;  𝜏𝑛]
|𝑓(𝑥𝑛 + 𝜏) − 𝑓(𝑥𝑛)| = 𝑜 (

1

𝑙𝑛𝑙𝑛
1
𝜏

)       → 0,   𝑛 → ∞ 

მივიღეთ, რომ სრულდება თეორემა 2-ის ორივე პირობა, ამიტომ 𝑥 წერტილში 

𝑠�̃�(𝑥, 𝑓) − 𝑓 (𝑥,
𝜋

𝑛
) → 0   თანაბრად, როცა 𝑛 → ∞. 

თეორემა 3.3. (სატოს თეორემა). ვთქვათ,  𝑓(𝑡)𝜖𝐿(0; 2𝜋) და 𝑥 წერტილში სრულდება 

პირობა : 

𝑓(𝑡) − 𝑓ˈ(𝑡) = 𝑜(
1

𝑙𝑛𝑙𝑛
1

|𝑡 − 𝑡ˈ|

) ,              𝑡,   𝑡ˈ → 𝑥,               

და 

𝑎𝑛 = 𝑂 (
(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)𝛼

𝑛
),   𝑏𝑛 = 𝑂(

(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑛)𝛼

𝑛
),   (𝑑 > 1),           

მაშინ 𝑥 წერტილში 𝑠�̃�(𝑥, 𝑓) − 𝑓 (𝑥,
𝜋

𝑛
) თანაბრად კრებადია 0-კენ, როცა 𝑛 → ∞. 

ამ თეორემის მტკიცება თეორემა B-ს მტკიცების ანალოგიურია, ამიტომ მას აქ არ 

განვიხილავთ. C-თი აღვნიშნავთ აბსოლუტურ მუდმივებს, რომლების საზოგადოდ 

სხვადასხვაა.  
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                                § 4. ძირითადი დებულებების დამტკიცება 

თეორემა  1-ის დამტკიცება. 

                        �̃�𝑛(𝑥, 𝑓) = −
2

𝜋
∫ 𝛹𝑥(𝑡)𝐷𝑛∗̃(𝑡)𝑑𝑡 =
𝜋

0
−

2

𝜋
∫

𝛹𝑥(𝑡)

2𝑡𝑔
1

2
𝑡
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡)𝑑𝑡

𝜋

0
 

𝑓 (𝑥,
𝜋

𝑛
) = −

1

𝜋
∫
𝑓(𝑥 + 𝑡) − 𝑓(𝑥 − 𝑡)

2𝑡𝑔
𝑡
2

𝑑𝑡

𝜋

𝜋
𝑛

 

I𝑛 = �̃�𝑛(𝑥, 𝑓) − 𝑓 (𝑥,
𝜋

𝑛
) = −

2

𝜋
∫

𝛹𝑥(𝑡)

2𝑡𝑔
1

2
𝑡
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡)𝑑𝑡

𝜋

0
+

2

𝜋
∫

𝛹𝑥(𝑡)

2𝑡𝑔
1

2
𝑡
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡)𝑑𝑡 =

𝜋
𝜋

𝑛

 

=−
2

𝜋
∫

𝛹𝑥(𝑡)

2𝑡𝑔
1

2
𝑡
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡)𝑑𝑡 −

2

𝜋
∫

𝛹𝑥(𝑡)

2𝑡𝑔
1

2
𝑡
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡)𝑑𝑡 +

2

𝜋
∫

𝛹𝑥(𝑡)

2𝑡𝑔
1

2
𝑡
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡)𝑑𝑡 =

𝜋
𝜋

𝑛

𝜋

𝑛
0

𝜋
𝜋

𝑛

 

=
2

𝜋
∫

𝛹𝑥(𝑡)

2𝑡𝑔
1

2
𝑡
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡 −

𝜋
𝜋

𝑛

2

𝜋
∫

𝛹𝑥(𝑡)

2𝑡𝑔
1

2
𝑡
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡)𝑑𝑡 =

𝜋

𝑛
0

𝐴1 − 𝐴2 = I𝑛 

𝐴2 =
2

𝜋
∫

𝛹𝑥(𝑡)

2𝑡𝑔
1

2
𝑡
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡)𝑑𝑡

2

𝑥

1−𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

2𝑡𝑔
1

2
𝑡
∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏|

𝜋

𝑛

0

𝑡

0
−

𝜋

𝑛
0

2

𝜋
∫ (

1−𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

2𝑡𝑔
1

2
𝑡
)

′

∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡 =
𝑡

0

𝜋

𝑛 
0

= 𝐴3 − 𝐴4  

𝐴3 =
2

𝜋

2𝑠𝑖𝑛2
𝑛𝑡
2

2𝑡𝑔
1
2 𝑡

∫𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏|
𝜋

𝑛
0

𝑡

0

= |𝐴3| ≤ ||
4

𝜋

1

2𝑡𝑔
1
2
𝜋
𝑛

∫𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏

𝜋
𝑛

0

|| =
4

𝜋

1
𝜋
𝑛

 𝑜 (
𝜋

𝑛
) = 𝑜(1) 

|𝐴4| = |

|2

𝜋
∫

𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡 ∙ 2𝑡𝑔
1
2 𝑡 − (1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡)

1

𝑐𝑜𝑠2
1
2
𝑡

4𝑡𝑔2
1
2 𝑡

𝜋
𝑛

0

∫𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡

𝑡

0
|

|
= 

=
|

|2

𝜋
∫
𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

2𝑡𝑔
1
2 𝑡

𝜋
𝑛

0

∫𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡

𝑡

0

−
2

𝜋
∫

2𝑠𝑖𝑛2
𝑛𝑡
2

1

𝑐𝑜𝑠2
1
2 𝑡

4𝑡𝑔2
1
2 𝑡

𝜋
𝑛

0

∫𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡

𝑡

0
|

|
= 



26 
 

≤
2

𝜋
∫
𝑛 

𝑡
∙ 𝑜(𝑡)𝑑𝑡 +

2

𝜋
∫
𝑛𝑡 ∙

1
2 

𝑡2
 𝑜(𝑡) = 𝑜(1) + 𝑜(1) = 𝑜(1)

𝜋
𝑛

0

𝜋
𝑛

0

 

ამრიგად, 𝐴2 = 𝑜(1). შევაფასოთ 

𝐴1 =
2

𝜋
∫

𝛹𝑥(𝑡)

2𝑡𝑔
1

2
𝑡
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡.

𝜋
𝜋

𝑛

  𝐴1 =
2

𝜋
∫

𝛹𝑥(𝑡)

𝑡
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡 +

2

𝜋
∫ 𝛹𝑥(𝑡) [

1

2𝑡𝑔
1

2
𝑡
−
1

𝑡
] 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡

𝜋
𝜋

𝑛

𝜋
𝜋

𝑛

 

რადგან 
1

2𝑡𝑔
1

2
𝑡
−
1

𝑡
 არის სასრული ვარიაციის ფუნქცია, ამიტომ 𝐴1-ის უკანასკნელი 

შესაკრები→0-ისაკენ.(მისწრაფება თანაბარია) 

შესაფასებელი დაგვრჩა: 

𝐵1 =
2

𝜋
∫𝛹𝑥(𝑡)

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡

𝜋

𝜋
𝑛

𝑑𝑡 =
2

𝜋
∫+

2

𝜋
∫ =

2𝜋
𝑛

𝜋
𝑛

𝐵2 + 𝐵1
(1)

𝜋

2𝜋
𝑛

 

𝐵1
(1) =   

2

𝜋
∫ 𝛹𝑥(𝑡)

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡
𝑑𝑡 =

2

𝜋

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡
∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏|

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

𝑡

0
−

−
2

𝜋
∫ (

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡
)
′

∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡 =
𝑡

0

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

2

𝜋

𝑐𝑜𝑠2𝜋
2𝜋

𝑛

∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏 −
2

𝜋

2𝜋

𝑛
0

𝑐𝑜𝑠𝜋
𝜋

𝑛

∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏 −
𝜋

𝑛
0

−
2

𝜋
∫

−𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡∙𝑡−𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡2
∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡 = 𝑜(1) − 𝑜(1) +

2

𝜋
∫

𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡
∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡 +
𝑡

0

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

𝑡

0

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

+
2

𝜋
∫

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡2
∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡 = 𝑜(1) + 𝑜(1)
𝑡

0

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

∫ 𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡𝑑𝑡 +
2

𝜋
𝑜(1) ∫

1

𝑡
𝑑𝑡 = 𝑜(1)

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

  

ამიტომ საკმარისია შევაფასოთ 

𝐵2 =
2

𝜋
∫ 𝛹𝑥(𝜏)

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡
𝑑𝑡

𝜋
2𝜋

𝑛

.                                                   (21) 

სამართლიანია შემდეგი 
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∫𝛹𝑥(𝜏)
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡
𝑑𝑡 = − ∫ 𝛹𝑥 (𝑡 +

𝜋

𝑛
)

𝜋−
𝜋
𝑛

𝜋
𝑛

𝜋

2𝜋
𝑛

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡 +
𝜋
𝑛

𝑑𝑡 = − ∫ 𝛹𝑥 (𝑡 −
𝜋

𝑛
)
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡 −
𝜋
𝑛

𝑑𝑡 ;                    (22)

𝜋+
𝜋
𝑛

3𝜋
𝑛

 

 ∫ 𝛹𝑥 (𝑡 +
𝜋

𝑛
)
 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡+
𝜋

𝑛

𝑑𝑡 =
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡+
𝜋

𝑛

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

∫ 𝛹𝑥 (𝜏 +
𝜋

𝑛
) 𝑑𝜏|

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

−
𝑡

0
∫ (

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡+
𝜋

𝑛

)
′

∫ 𝛹𝑥 (𝜏 +
𝑡

0

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

+
𝜋

𝑛
)𝑑𝜏𝑑𝑡 =

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡+
𝜋

𝑛

∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏|

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

−
𝑡+

𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

−∫
−𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡(𝜏+

𝜋

𝑛
)−𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

(𝜏+
𝜋

𝑛
)
2

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡 =
𝑡+

𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡+
𝜋

𝑛

[∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏 −
𝑡+

𝜋

𝑛
0

−∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏
𝜋

𝑛
0

]

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

+  

 

+∫
𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡(𝜏+

𝜋

𝑛
)+𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

(𝜏+
𝜋

𝑛
)
2

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

𝑜 (𝜏 +
𝜋

𝑛
)𝑑𝑡 =

𝑐𝑜𝑠2𝜋
3𝜋

𝑛

[∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏 − ∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏
𝜋

𝑛
0

3𝜋

𝑛
0

] −

−
𝑐𝑜𝑠𝜋
2𝜋

𝑛

[∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏 − ∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏
𝜋

𝑛
0

2𝜋

𝑛
0

] + 𝑛 ∫
 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝜏+
𝜋

𝑛

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

𝑜 (𝜏 +
𝜋

𝑛
)𝑑𝑡 + ∫

 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

(𝜏+
𝜋

𝑛
)
2

2𝜋

𝑛
𝜋

𝑛

𝑜 (𝜏 +

+
𝜋

𝑛
)𝑑𝑡 = 𝑜(1),        

ე.ი.  

∫ 𝛹𝑥 (𝑡 +
𝜋

𝑛
)
 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡 +
𝜋
𝑛

2𝜋
𝑛

𝜋
𝑛

𝑑𝑡 = 𝑜(1). 

ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ 
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∫ 𝛹𝑥 (𝑡 −
𝜋

𝑛
)
 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡 +
𝜋
𝑛

3𝜋
𝑛

2𝜋
𝑛

𝑑𝑡 = 𝑜(1). 

ავიღოთ ისეთი 𝑞∗(𝑛), რომ 

𝑞∗(𝑛) ≤ 𝑞(𝑛), 𝑞∗(𝑛) → ∞,
𝑞∗(𝑛)

𝛷(𝑛)
≡ 𝛼𝑛 → 0; 

                                       𝑛 ∙ �̃�𝑥 (
1

𝑛
, 𝑞∗) 𝑙𝑛𝑞∗(𝑛) = 𝑜(1),                როცა      𝑛 → ∞,    

თეორემის თანახმად ასეთი 𝑞∗(𝑛) არსებობს. საშუალო მნიშვნელობის II თეორემის 

თანახმად 

|∫ 𝛹𝑥 (𝑡 +
𝜋

𝑛
)
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡+
𝜋

𝑛

𝜋−
𝜋

𝑛
𝛼𝑛

𝑑𝑡| ≤ 𝐶2
1

𝑞∗(𝑛)
= 𝑜(1)      

და 

| ∫𝛹𝑥(𝑡)
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡

𝜋

𝛼𝑛

𝑑𝑡| ≤ 𝐶3
1

𝑞∗(𝑛)
= 𝑜(1) 

(21), (22), (23) და (24)-ის ძალით. 

 

 

𝐼𝑛 = −
1

4𝜋
∫ {

𝛹𝑥 (𝑡 +
𝜋
𝑛)

𝑡 +
𝜋
𝑛

+
𝛹𝑥 (𝑡 −

𝜋
𝑛)

𝑡 −
𝜋
𝑛

− 2
𝛹𝑥(𝑡)

𝑡
}

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡 + 𝑜(1)                 (24′) 
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∫  
𝛹𝑥 (𝑡 +

𝜋
𝑛)

𝑡 +
𝜋
𝑛

 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡 = 

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

=
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡 +
𝜋
𝑛

∫𝛹𝑥 (𝜏 +
𝜋

𝑛
)𝑑𝜏|

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛
+

𝑡

0

+ ∫ {
𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡 +
𝜋
𝑛

+
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

(𝑡 +
𝜋
𝑛)

2}

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

∫𝛹𝑥 (𝜏 +
𝜋

𝑛
)𝑑𝜏𝑑𝑡 =

𝑡

0

= ∫ {
𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡 +
𝜋
𝑛

+
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

(𝑡 +
𝜋
𝑛)

2}

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

∫𝛹𝑥 (𝜏 +
𝜋

𝑛
) 𝑑𝜏𝑑𝑡 + 𝑜(1).               (25)

𝑡

0

 

მაგრამ 

∫ {
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

(𝑡 +
𝜋
𝑛)

2 −
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡2
}

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

∫𝛹𝑥 (𝜏 +
𝜋

𝑛
) 𝑑𝜏𝑑𝑡 = ∫

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡 [𝑡2 − (𝑡 +
𝜋
𝑛)

2

]

(𝑡 +
𝜋
𝑛)

2

𝑡2

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

𝑡

0

𝑜 (𝑡 +
𝜋

𝑛
) 𝑑𝑡 =

= 𝑜

{
 

 
∫

𝑡
𝑛 +

1
𝑛2

𝑡3

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

𝑑𝑡

}
 

 
= 𝑜(

1

𝑛
∫

1

𝑡2

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

+
1

𝑛2
∫
𝑑𝑡

𝑡3

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

) = 𝑜(1). 

ამრიგად, უკანასკნელის თანახმად (25)-დან გვაქვს : 

∫
𝛹𝑥 (𝑡 +

𝜋
𝑛)

𝑡 +
𝜋
𝑛

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡 = ∫ {
𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡 +
𝜋
𝑛

+
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡2
}∫𝛹𝑥 (𝜏 +

𝜋

𝑛
) 𝑑𝜏𝑑𝑡 + 𝑜(1).              (26)

𝑡

0

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

 

ანალოგიურად, (24′), (25), (26), (27) და (28) −ის ძალით 
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∫
𝛹𝑥 (𝑡 −

𝜋
𝑛)

𝑡 −
𝜋
𝑛

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡 = ∫ {
𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡 −
𝜋
𝑛

+
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡2
}∫𝛹𝑥 (𝜏 −

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏𝑑𝑡 + 𝑜(1);              (27)

𝑡

0

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

 

 

∫
𝛹𝑥(𝑡)

𝑡
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡𝑑𝑡 =

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

∫ {
𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡
+
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡2
}∫𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡 + 𝑜(1) .             (28)

𝑡

0

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

 

I𝑛 = −
1

4𝜋
∫ {

𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡2
∫ [𝛹𝑥 (𝜏 +

𝜋

𝑛
) + 𝛹𝑥 (𝜏 −

𝜋

𝑛
)    − 2𝛹𝑥(𝜏)] 𝑑𝜏 −

𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡+
𝜋

𝑛

𝑡

0
∫ 𝛹𝑥 (𝜏 +

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏 +

𝑡

0

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

+
𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡−
𝜋

𝑛

∫ 𝛹𝑥 (𝜏 −
𝜋

𝑛
)𝑑𝜏 − 2

𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡

𝑡

0
∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0
} 𝑑𝑡 + 𝑜(1).  

თუ 𝑡 ∈ [0;
𝑞(𝑛)

𝛷(𝑛)
], მაშინ, 

|∫ [𝛹𝑥 (𝜏 +
𝜋

𝑛
) + 𝛹𝑥 (𝜏 −

𝜋

𝑛
) − 2𝛹𝑥(𝜏)]

𝑡

0

𝑑𝜏| ≤ �̃�𝑥 (
𝜋

𝑛
, 𝑞) 

ამრიგად, თეორემის პირობის თანახმად,  

|| ∫  
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡

𝑡2
∫[𝛹𝑥 (𝜏 +

𝜋

𝑛
) + 𝛹𝑥 (𝜏 −

𝜋

𝑛
) − 2𝛹𝑥(𝜏)] 𝑑𝜏𝑑𝑡

𝑡

0

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

|| ≤ �̃�𝑥 (
𝜋

𝑛
, 𝑞) ∫  

𝑑𝑡

𝑡2

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

≤ 𝑛�̃�𝑥 (
𝜋

𝑛
, 𝑞) = 

= 𝑜(1)  

უკანასკნელი შეფასების ძალით, 

I𝑛 = −
1

4𝜋
∫ {

𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡+
𝜋

𝑛

∫ 𝛹𝑥 (𝜏 +
𝜋

𝑛
)𝑑𝜏 +

𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡−
𝜋

𝑛

𝑡

0
∫ 𝛹𝑥 (𝜏 −

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏 − 2

𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡
∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

𝑡

0
} 𝑑𝑡 +

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

+𝑜(1)                                                                                                                                          (29) 

განვიხილოთ 
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𝐴𝑛 =
2

𝜋
∫ {𝑛 (

1

𝑡+
𝜋

𝑛

−
1

𝑡
) 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡 ∫ 𝛹𝑥 (𝜏 +

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏 + 𝑛 (

1

𝑡−
𝜋

𝑛

−
1

𝑡
) 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡 ∫ 𝛹𝑥 (𝜏 −

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏

𝑡

0

𝑡

0
} 𝑑𝑡 =

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

= −𝜋∫  
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡(𝑡+
𝜋

𝑛
)
∫ 𝛹𝑥 (𝜏 +

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏𝑑𝑡 + 𝜋 ∫  

𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡(𝑡−
𝜋

𝑛
)
∫ 𝛹𝑥 (𝜏 −

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏𝑑𝑡.

𝑡

0

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

𝑡

0

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

  

თუ უკანასკნელ ინტეგრალში მოვახდენთ ცვლადთა გარდაქმნას, გვექნება :  

𝐴𝑛 = −𝜋∫  
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡(𝑡+
𝜋

𝑛
)
∫ 𝛹𝑥 (𝜏 +

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏𝑑𝑡 + 𝜋 ∫  

𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

(𝑡+
𝜋

𝑛
)(𝑡+

2𝜋

𝑛
)
∫ 𝛹𝑥 (𝜏 −

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏𝑑𝑡 =

𝑡+
2𝜋

𝑛
0

𝛼𝑛−
2𝜋

𝑛
0

𝑡

0

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

= −𝐴𝑛
(1)
+ 𝐴𝑛

(2)
.                                                                                                                       (30) 

შევაფასოთ ინტეგრალები (გამოყენებული იქნება თეორემის პირველი პირობა) 

∫   
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

(𝑡+
𝜋

𝑛
)(𝑡+

2𝜋

𝑛
)
∫ 𝛹𝑥 (𝜏 −

𝜋

𝑛
) 𝑑𝜏𝑑𝑡 = ∫  

𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

(𝑡+
𝜋

𝑛
)(𝑡+

2𝜋

𝑛
)

𝛼𝑛

𝛼𝑛−
2𝜋

𝑛

∫ 𝛹𝑥(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡 =
𝑡+

𝜋

𝑛

−
𝜋

𝑛

𝑡+
2𝜋

𝑛
0

𝛼𝑛

𝛼𝑛−
2𝜋

𝑛

= ∫
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

(𝑡+
𝜋

𝑛
)(𝑡+

2𝜋

𝑛
)

𝛼𝑛

𝛼𝑛−
2𝜋

𝑛

 𝑜( 𝑡 +
𝜋

𝑛
) = 𝑜 (∫

𝑑𝑡

𝑡+
2𝜋

𝑛

𝛼𝑛

𝛼𝑛−
2𝜋

𝑛

) = 𝑜 (
2𝜋

𝑛  𝛼𝑛
) = 𝑜(1),            (31)  

და 

  ∫  
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

(𝑡+
𝜋

𝑛
)(𝑡+

2𝜋

𝑛
)

2𝜋

𝑛
0

∫ 𝛹𝑥 (𝜏 −
𝜋

𝑛
)𝑑𝜏𝑑𝑡 = ∫  

𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

(𝑡+
𝜋

𝑛
)(𝑡+

2𝜋

𝑛
)

2𝜋

𝑛
0

𝑜 (𝑡 +
𝜋

𝑛
) = 𝑜 (

𝑛

2𝜋

2𝜋

𝑛
) =

𝑡+
2𝜋

𝑛
0

= 𝑜(1)                                                                                                                              (32)     

(30) , (31) და (32) −დან  გვაქვს :  

𝐴𝑛
(2)
= 𝜋 ∫  

𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

(𝑡 +
𝜋
𝑛
) (𝑡 +

2𝜋
𝑛
)
∫ 𝛹𝑥 (𝜏 −

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏𝑑𝑡 + 𝑜(1)                                                    (33) 

𝑡+
2𝜋
𝑛

0

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

 

შევაფასოთ ინტეგრალი :  

   ∫  
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

(𝑡+
𝜋

𝑛
) (𝑡+

2𝜋

𝑛
)
 ∫ 𝛹𝑥 (𝜏 −

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏𝑑𝑡 = ∫  

𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

(𝑡+
𝜋

𝑛
) (𝑡+

2𝜋

𝑛
)

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

𝑜 (
𝜋

𝑛
) = 𝑜 (

1

𝑛
∫  

𝑑𝑡

𝑡2

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

) =
2𝜋

𝑛
0

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

= 𝑜 {
1

𝑛
(
1

𝛼𝑛
+

𝑛

2𝜋
)} = 𝑜(1)                                                                                   (34) 
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ამრიგად, თუ გავითველისწინებთ (30), (33) და (34)-ს, გექნება :  

𝐴𝑛 = −𝜋 ∫  
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡(𝑡+
𝜋

𝑛
)
∫ 𝛹𝑥 (𝜏 +

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏𝑑𝑡 + 𝜋 ∫  

𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

(𝑡+
𝜋

𝑛
)(𝑡+

2𝜋

𝑛
)
∫ 𝛹𝑥 (𝜏 −

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏𝑑𝑡 +

𝑡+
2𝜋

𝑛
2𝜋

𝑛

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

𝑡

0

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

+𝑜(1) = −𝜋 ∫  
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡(𝑡+
𝜋

𝑛
)
∫ 𝛹𝑥 (𝜏 +

𝜋

𝑛
) 𝑑𝜏𝑑𝑡 + 𝜋 ∫  

𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

(𝑡+
𝜋

𝑛
)(𝑡+

2𝜋

𝑛
)
∫ 𝛹𝑥 (𝜏 +

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏𝑑𝑡 +

𝑡

0

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

𝑡

0

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

+𝑜(1)  =  
2𝜋2

𝑛
 ∫  

𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡(𝑡+
𝜋

𝑛
) (𝑡+

2𝜋

𝑛
)
∫ 𝛹𝑥 (𝜏 +

𝜋

𝑛
)𝑑𝜏𝑑𝑡 + 𝑜(1) = 𝑜 (

1

𝑛
∫  

𝑑𝑡

𝑡(𝑡+
2𝜋

𝑛
)

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

)  =
𝑡

0

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

= 𝑜 (
1

𝑛
∫  

𝑑𝑡

𝑡2

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

)                                                                                                            (35) 

(29) და (35) ტოლობები გვაძლევენ :  

I𝑛 = −
1

4𝜋
∫
𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑡

𝑡
∫ [𝛹𝑥 (𝜏 +

𝜋

𝑛
) + 𝛹𝑥 (𝜏 −

𝜋

𝑛
) − 2𝛹𝑥(𝜏)]

𝑡

0

𝛼𝑛

2𝜋
𝑛

𝑑𝜏𝑑𝑡 + 𝑜(1). 

თუ 𝑞∗(𝑛)-ს შევარჩევთ ისე, რომ მან დააკმაყოფილოს თეორემის მეორე პირობა,  

 გვექნება :  

 |I𝑛| ≤ �̃�𝑥 (
𝜋

𝑛
, 𝑞∗) ∙ 𝑛 ∙ |∫  

𝑑𝑡

𝑡

𝛼𝑛
2𝜋

𝑛

| = 𝑜 [�̃�𝑥 (
1

𝑛
, 𝑞) 𝑛 ∙ (𝑙𝑛𝛼𝑛 − 𝑙𝑛

2𝜋

𝑛
)] = 

= 𝑜 [𝑛�̃�𝑥 (
1

𝑛
, 𝑞) ∙. 𝑙𝑛

𝑞∗(𝑛)𝑛

𝛷(𝑛)
] = 𝑜 [𝑛�̃�𝑥 (

1

𝑛
, 𝑞) ∙ 𝑙𝑛

𝑛

𝛷(𝑛)
] + 𝑜 [𝑛𝑚𝑥 (

1

𝑛
, 𝑞) ∙ 𝑙𝑛𝑞∗(𝑛)] =

= 𝑜(1).  

თეორემა დამტკიცებულია. 

 

თეორემა 2-ის დამტკიცება.  დამტკიცება  გამომდინარეობს  თეორემა 1-ის 

ანალოგიურად, თუ 𝑥 წერტილის მაგივრად განვიხილავთ მისკენ კრებად (𝑥𝑛) 

მიმდევრობას. 
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თეორემა 3-ის დამტკიცება.  თეორემა 2-დან გამომდინარეობს, რომ 𝑡 ∈ [0,
𝑞(𝑛)

𝛷(𝑛)
]- თვის 

                        ∫ {𝑓(𝑥𝑛 + 𝑢) − 𝑓(𝑥𝑛 − 𝑢)}𝑑𝑢 = 𝑜(𝑡),    
𝑡

0
   𝑡 → 0,       𝑛 → ∞.                   (36 )  

ამრიგად, თუ თეორემა 1-ის (1 ) და ( 2) პირობებს შევცვლით  ( 36) და (8 ) პირობებით, 

მივიღებთ, რომ ნებისმიერი   (𝑥𝑛) მიმდევრობისათვის, რომლისთვისაც lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥, 

�̃�𝑛(𝑥𝑛, 𝑓) − 𝑓(𝑥𝑛,
𝜋

𝑛
) → 𝑜(1),          𝑛 → ∞, 

სადაც   𝑜(1)  არ არის დამოკიდებული  ( 𝑥𝑛) მიმდევრობის შერჩევაზე.  მაშინ 

                          |�̃�𝑛(𝑥𝑛, 𝑓) − 𝑓(𝑥,
𝜋

𝑛
)| = |𝑓 (𝑥𝑛,

𝜋

𝑛
) − 𝑓(𝑥,

𝜋

𝑛
)| + 𝑜(1),    𝑛 → ∞.         

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 𝑥 წერტილში �̃�𝑛(𝑥, 𝑓) − 𝑓 (𝑥,
𝜋

𝑛
)  თანაბრად კრებადია 

0-კენ როცა 𝑛 → ∞.    
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 დასკვნა 
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